Correction TD 3
Exercice 1

Résoudre le PL suivant avec la méthode de Simplexe

{Maxz = le +3X2 +4‘X3 +5.X4_
| S.c x;+2x, + 3x; + 4x, < 256

PLz{ x1+2x2+2x3+3X4S128
X1+ 2x, +x3 + 2x4 <96
k X1, X2, X3, X4 = 0

Ecriture du PL sous la forme standard :

(Max z = 2x; + 3x, + 4x3 + 5x4
S.c xy+2x, +3x3+4x, +e; =256
PL = X1+ 2xy + 2x3 + 3x4 + €, = 128
L X1+ 2x5 + x3 + 2x, + €3 = 96
X1, X3,X3,X4,€1,€5,63 =0

SBRo=(0, 0, 0, 0, 256, 128, 96)

Construction du tableau 0 associé a SBR

Coef VB X1 Xy X3 Xy e; ey e; | Valeur | Ratio
0 ey 1 2 3 4 1 0 0 256 256/4
0 e, 1 2 2 | (3 0 1 0 128 | 128/3
0 €5 1 2 1 2 0 0 1 96 96/2
C; 2 3 4 5 0 0 0 Zo 0
Construction du tableau 1
Coef VB Xy X, X3 X4 ey e, e Valeur | Ratio
0 e -1/3 -2/3 1/3 0 1 -4/3 0 256/3 256
5 X4 3 | 23 | @ | 1 0 1/3 0 | 128/3 | 64
0 es 1/3 2/3 -1/3 0 0 -2/3 1 32/3 -32
C; 1/3 -1/3 2/3 0 0 -5/3 0 Z, 640/3
Construction du tableau 2
Coef VB X4 X, X3 X4 ey e, e3 Valeur | Ratio
0 ey -1/2 -1 0 -1/2 1 -3/2 0 192/3
4 X3 1/2 1 1 3/2 0 1/2 0 64
0 es 1/2 2 0 2 0 0 1 288/3
C; 0 -1 0 -1 0 -2 0 Z, 256

Tous les Cj sont < 0 donc S=(0, 0, 64, 0) est une solution optimale por PL avec z*=256.

Remarque : il existe plusieurs solutions optimales on peut continuer puisqu’il y a des VHB
qui ont des Cj =0. On peut choisir une VHB d’entre eux et la faire entrer dans la base pour
chercher d’autres solutions optimales bien sur qui ont la méme valeur de 7*=256 telles que

S=(64, 0, 32, 0) ;




2)

( Max z = 3x; + 4x, + 2x3 (Max z = 3x1 + 4x, + 2x5
S.c x;+x,+x3 <56 S.c x;+x,+x3 <56
_ —2X1+x3S_9 _ 2x1—x329
PL = 3, + 2%, + 4x3 > 5 PL =1 3%, + 2%, + 4x3 > 5
X3 > -3 —X3 <3
\ X1, X, X3de signe quelconque \x1, X5, X3de signe quelconque

Onpose x; = x; —x{, X, = x5 — x5 €t x3 = x5 — x5 on obtient :

(Max z = 3x; — 3x; + 4x5 — 4x5 + 2x5 —2x§ —Ma, — M a,
S.c xi—x; +x;—x3 +x5—x35 + e, =56
2x1 —2%x1] —x3+x3—e,+a, =9

PL = <
3x; —3x1 4+ 2x5 — 2x5 +4x; —4xi—e;+a; =5
—x5+x3 + e, =3
\ X1, X1, X5, X3, X5,X5 ,€1,€5,€3,€4,05,d3 = 0

SBRy=(0, 0,0, 0,0,0,56,0,0,3,9,5)
Max z = 3x; — 3x; + 4x5; —4xy +2x3 —2x§ —Ma, — M a,
a, et a; sont les VB donc il faut les exprimer en fonction des VHB

{az =9—-2x; +2x] +x3—x3+e,
as =5 —3x; + 3x; — 2x5 + 2x5 — 4x5 + 4xi+ e

Max z = 3x; — 3x; + 4x5 — 4xg + 2x3 — 2x5 — M (9 — 2x; + 2x7 + x5 — x5+ e;)
— M (5 —3x7 +3x; — 2x5 + 2x5 — 4x3 + 4x5 + e3)

Max z = (3+5M)x; + (=3 —5M)x{ + (4 + 2M)x; + (—4 — 2M)x; + (2 + 3M)x;
+ (=2 —-3M)x; — Me, — Mey

TABO
Coef | VB x] x7 x5 x5 x5 x5 e;| e; | e3 | es|a,|az]| valeur | Ratio
0 | e 1 -1 1 -1 1 -1 10| 0]0|0|0]| 56 56
0 | e, 0 0 0 0 -1 1 ol o] o 1|00 3 ®
-M | a, 2 -2 0 0 -1 1 o|-1]o0|o0|1]|0]| 9 ;
m|a | | 3 2 2 4 4 |olo|l-aloflol1]| s g
Cj |3+5M|-3-56M | 4+2M |-4—2M|2+3M |-2-3M| 0 |-M |-M | 0 | 0 | 0| ZO=
TAB1
Coef | VB | x7 | xf x5 x5 x5 x3 e, | e, es e, | a, as valeur | Ratio
1 1 1 163
0| e 00 - -2 -2 - 1o = [o]o] -2 | 22|-163
3 3 3 3 3 3 3
0 |e 0|0 0 0 -1 1 ojlo| o [1]0 0 3 3
2 1
M| a | 0] 0| -2 2 N @ o1 £ |o 1| -2 7
3 3 3 3 3 3 11
2 1
3 x| 1|1 2 ]2 2 2 olol| -2 oo - 2 .3
3 3 3 3 3 3 3 4
6 — 4M|4M — 6|]—6 — 11M 11M 2M —3-
cil oo 6 6+ 0 |-m[PE3 o | o 22O 2
3 3 3 3 3 3




TAB 2

Coef| VB | x] | x¥ x5 x5 x5 x5 |eq| ey | e3 | ey a, as valeur|Ratio
0 e 0 0] = Lol o 1| L2 0| 2 3| 592592
11 3 11 11 11 11 11 5
4
0 |es|0]0 o = o | o o] 2 |-2]1]| -2 = L
11 11 11 11 11 11
4
-2/xy 00| -= e O T T I A R & R A
11 11 1|1 11 11 11
3 (x| 11 2z -2 0 o o -2 1-L1o 4 1 a4
11 33 1 ou 11 11 11 | 2
cil 0l o0 90 + 40M|—90 — 40M 0 0 0 0 —-6—11M |—33M — 21 7=
! 33 33 11 11 11 11
TAB 3
Coe r rn ! rn ! r i
f VB |x7| x1 | x5 | x5 | x5 | x3 | eq e, e e, a, as; valeur| Ratio
0le |0jO0|O0|-2]0|0]1 -2 @ -2 1 -2 52 | 104
11 4 4 4 2
4 0x, 000 1]/-1/0 00 3 1 u 3 1 4 | <o
4 2 4 2
-2 x50/ 0|0 0 -1/ 10 0 0 1 0 0 3 o0
1
3 110 -2 0|00 -2 0 -2 > 0 3 o
cilol o o o | o | o | o | =33-20M [66+20M | —45—20M | 66— 4M [-108—119M| ___
J 22 33 11 44 33 -
TAB 4
Coef| VB | x7 | x7 | x5 x5 x3 | x5 | eq e, e ey a, a; valeur| Ratio
1
0 e | 0|00 |-210]0 ) 2] -2 A U -1 102
11 2 4 2
4 | x 0 56
-2 | x3 0 3
3 | x} 0 3
Cj | £0/<0/<0| <0|0/<0|<0| <O 0 <0 | <0 <0 4= 227
Solution optimale :
x;=x;—x{ =3-0=3
X; =X, — X3 =56
X3 = x5 — x5 = —3
Z* =227

Exercice 2

PL

\

Max (—z) = 0.75x; — 20x, + 0.5x3 — 6x,

S.c

SBRo=(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)

025X1 - 8x2 — X3 + 9X4 + e = 0

0.5x; —12x, — 0.5x3 + 3x, +e, =0
x3 + 93 == 1
X1, X9,X3,€1,€2,€63 =0

Nous somme dans le cas d’une SBR dégénérée (voir cours) car il y a 2 VB e; et e, qui sont
nulles. Dans ce cas, il faut choisir (au cours des itérations de Simplexe) la variable sortante
qui nous offre pivot positif, (bien sdr dans le cas ou il y a égalité du ratio entre deux VB.

Lorsqu’on rencontre un cycle il faut prendre le critére de la 1% VHB qui a le C; > 0 lors du
choix de la VHB entrante.




TABO :

COEf VB xl Xy x3 X4 €eq e, €3 Va|EUI' Ral'IO
0 e, | 025 | -8 -1 1 0 0 0 0
0 e, 05 | -12 | -05 0 1 0 0 0
0 es 0 0 1 0 0 1 1 o0
Cj | 075 | 20 | 05 -6 0 0 0 Z=0
TABL1 :
Coef | VB X1 X3 X3 X4 e e, e; | Valeur | Ratio
0.75 | x, 1 -32 -4 36 4 0 0 0 0
0 e, 0 1.5 | -15 -2 1 0 0 0
0 es 0 1 0 0 0 1 1 o0
Cj 0 4 | 35 | -33 | -3 0 0 Z=0
TAB2
Coef | VB X1 Xy X3 Xy e e, e; | Valeur | Ratio
075 | x4 1 0 8 -84 | -12 0 0 0 0
3 15 1 1
-20 X, 0 1 - -~ | -3 1 0 0 0
0 es 0 1 0 0 0 1 1
Cj 0 2 -18 -1 -1 0 Z=0
TAB3 :
Coef | VB X1 Xy X3 X4 e e, e; | Valeur | Ratio
05 | x5 = 0 1 | 22 0 0 0 0
8 2
3 3 1 1
-20 X2 - a 1 0 E E Z 0 0 0
1 3
0 es -3 0 0 > ~ 0 1 1 o
CGj | -z | 0 0 3 2 | 1 | 0o | z=| 0
TAB4 :
Coef | VB X Xy X3 Xy eq e, e; | Valeur | Ratio
05 | x5 | -2 | 56 1 0 2 14 0 0 0
1 16 1 4
-6 X4 -2 = 0 1 3 . 0 0 0
0 es > | 56 | 0 0 2 | 14 | 1 1 0.4
Ci 1 16| o 0 1 | 5 | 0 Z=0
2 0




TABS :

Coef | VB X1 Xy X3 X4 e e, e; | Valeur | Ratio
0 e 2| 28 - 0 1 7 0 0 0
6 | x . 4| -2 1 0 -1 0 0 0
0 e 0 0 1 0 0 0 1 1 o

Cj 7o s | 22 o0 o | 12| o z=0
4 2 0
TABG :
Coef | VB X1 Xy X3 Xy e1 e, e; | Valeur | Ratio
3 15 1
0 éeq 0 -2 - Z ? 1 - E 0 0 0
0.75 X, 1 -24 -1 6 0 -6 0 0 0
0 e;3 0 0 1 0 0 0 1 1 1
. 5 21 3 Z=0
CJ 0 -2 2 ey 0 -3 0 0
TABT7 :

Coef | VB X1 Xy X3 Xy e e, e; | Valeur | Ratio

0 e 0 0 1 2
4

0.75 X, 1 0 0 1

05 | x4 0 0 1 0 0 0 1 1
. 21 3 5 Z=1.25
G| 0] -2 - e B 1.25

Tous les Cj < 0 donc c’est le tableau optimal. Donc la solution optimale est :
x1=1,x3=0,x3=1,x;, =0Avec Z* = 1.25.

2)
(Max (—z) = —2x; + 4x, + 3x3 — x4, — Ma; — Mas
S.c 3xi—x,+4x3+ x,—e;+a, =15
PL = X1+ 3x, — x4+, =10
2x1 +x, + x3 +az =12
X1,X2,X3,X4,€1,€2,0q,03 = 0

SBRy=(0, 0, 0, 0, 0, 10, 15, 12)

VB=(e;, ay,a3)

VHB=(x4, x5, X3, X4, €1)

{al =15—3x; +x;, —4x3 — x4+ €;
az; =12 —2x; —x, — x5




On remplace a, et a5 de la FO avec les deux expressions précedentes :

Max (—z) = —2x; +4x, + 3x3 — x4, — M(15 — 3x; + x, —4x3 — x4, +e;) — M(12
— 2Xx1 — X3 — X3)

Max (—=z) = (5M — 2)x; + 4x, + 3+ 5M)x3 + (M — 1)x, — Me, — 27

TABO :
Coef | VB X1 Xy X3 Xy e e a, a; | Valeur | Ratio
-M | a4 3 -1 4 1 -1 0 1 0 15 15/4
0 | e 1 3 0 -1 0 1 0 0 10 0
M | as 2 1 1 0 0 0 0 1 12 12
Cj|5M—-2| 4 |[3+5M |M—-1| -M 0 0 0 Z=-27TM
TABL:
Coef | VB X1 X X3 Xy ey e, a; a; | Valeur | Ratio
3 | x3 3/4 -1/4 1 1/4 -1/4 0 1/4 0 15/4 | -15
0 | e, 1 3 0 -1 0 1 0 0 10 10/3
-M | a; 5/4 5/4 0 -1/4 1/4 0 -1/4 1 33/4 | 33/5
Cj SM; - SM: = _M4_ ’ M: 3 o # 0 |z=- 214514
TAB2 :
Coef| VB X1 Xy | X3 Xy ey e, a; a; |Valeur| Ratio
3 | x3 5/6 0 1 1/6 -1/4 1/2 1/4 0 |55/12 | 1172
4 | x, 1/3 1 0| -13 0 1/3 0 0 | 10/3 10
-M | a; 5/6 0 0 1/6 1/4 -5/12 -1/4 1 | 49/12 | 49/10
Gl o | o L A "5"12" S Mo z=- 252512
TAB3:
Coef | VB X4 Xy | x3 Xy eq e, a, a; |Valeur| Ratio
3 | x5 0 0 1 0 -1/2 | 11/12 1/2 -1 1/2 <0
4 | x, 0 1 0 -2/5 | -1/10 1/2 1/10 -2/5 |51/30| <0
-2 | xq 1 0 0 1/5 3/10 -1/2 -3/10 6/5 |49/10| 49/3
Cj 0 0 | o 0 g _27 > ; M|y —7\z=-15




TABA4 :

Coef | VB X1 Xy | X3 Xy ey e, a, as Valeur |Ratio
3 | x3 0 1 0 26/3
4 | x, 1 0 0 10/3
0 | e 0 0 1 49/3
Cj| -25/3 0 0 -5/3 0 _?1 -M | -M —-17 | Z =118/3
Tous les Cj < 0 donc c’est le tableau optimal. Donc la solution optimale est :
x1 =0, =13—0,x’3“ =23—6,x?; =0 Avec Z* =%.
Exercice 3
Ecriture du PL sous la forme standard :
Max z = x; + 3x, + 5x3
pL = S.c 3x;+x,+3x3+e; =6
6x; + 3x, + 5x3 + e, = 15
X1,X2,X3,€1,€3 =0
TABO :
Coef | VB X1 Xy X3 e e, Valeur | Ratio
0 ey 3 1 1 1 0 6 6
0 e, 6 3 5 0 1 15 3
Cj 1 3 5 0 0 Z=0
TABL:
Coef | VB X1 X X3 e1 e, Valeur | Ratio
0 ey 9/5 2/5 0 1 -1/5 3 7.5
5 X3 6/5 3/5 1 0 1/5 3 5
Cj -5 0 0 0 -1 Z =15

Tous les Cj < 0 donc c’est le tableau optimal. La solution optimale est :

x1=0,x3; =0,x3 =5,Avec Z* = 15.

On a une infinité de solution car la VHB x, a un C; =0 dans le tableau optimal. Nous pouvons
continuer la résolution avec la méthode de simplexe pour trouver d’autres solutions optimales

ayant la méme valeur de Z=15.




TAB2 :

Coef | VB X1 Xy X3 e1 e, Valeur | Ratio
0 e 7/5 0 2/3 1 -1/3 1 1.5
3 Xy 2 1 5/3 0 1/3 5 3
Cj -5 0 0 0 -1 Z =15

x;1=0,x3 =3,x3 =0,Avec Z* = 15.

TAB3:
Coef | VB X1 Xy X3 e1 e, Valeur | Ratio
5 X3 21/10 0 1 3/2 -1/2 3/2
3 Xy -2/3 1 0 -5/2 5/2 5/2
Cj -5 0 0 0 -1 Z =15

x1=0,x; =3/2,x3 =5/2,Avec Z* = 15.

Exercice 4
Coef VB X1 X2 e1 e €3 Valeur
0 & ~2 0 f=1 0 . 46
0 & 18 0 0 1 : k
b=? X c 1 g=0 i=0 - 4
Cj d e=0 h=0 j= —% Z=m=7?
1) Le (PL) admet 3 contraintes, donc on a 3 VB. Puisque la colonne relative a une VB est

2)

composée par un élément égale a 1 et tous les autres éléments sont égaux a 0 donc les
VB ne peuvent étre que X», €1 et e, car les colonnes de x; et e; contiennent des éléments
# de 0.

Les VBontdescj=0donce = h = j = 0. De plus I’élément d’intersection de la
ligne te la colonne d’une VB est égalea 1 donc f = 1,g = 0,i = 0.

La FO initiale est Z = ax; + bx, (1)

On sait que pour chaque SBR est associé une FO. Pour notre tableau la FO associée
estZ = dx, —%eg +m (2)

Pour transformer (1) en (2) il faut exprimer x, en fonction de x; et e; car x, est une

VB et on sait que chaque FO a une SBR s’exprimant uniquement en Fonction des
VHB.




3)
4)
5)

6)

D’apres la troisieme contrainte on a :cx; + x, — %e3 =4
donc x, =4 —cx; + %63
(1) > Z = ax; + 4b — cbx; + €3
Z = (a—cb)x, +be; + 4b (3)
Z=dx;—e;+m(2)
Doird = (a —cb),zb = —Zet4b =m
D’oud =(a+3c),b=-3etm=-12
Il faut avoir d < 0 (car toutes les VHB doivent avoir un Cj<0)d out (a + 3b) < 0
Il faut avoird =0 et a = —3c.
Il faut avoird >0etc < 0.
L’algorithme du Simplexe identifie un PL non borné si dans un tableau on n’a aucune
variable de base sortante. Autrement dit Si une variable admet un ¢ j > 0 et les
éléments de sa colonne sont tous négatifs ou nul dans un tableau de simplexe alors on
peut conclure que le PL est non borné méme si cette variable n’a pas le plus grand ¢ j
> 0.

Une SBR est dite dégénérée si une VB a pour valeur 0. Alors pour que la solution de

base de ce tableau soit dégénérée il faut avoir k = 0.




